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Clasa a XII-a

SOLUTII

Problema 1.

Solutie. a) Presupunem prin reducere la absurd ca o exista o functie f: K - R , care admite primitive .
Atunci f are proprietatea lui Darboux ,deci transforma orice interval intr-un interval. Daca trecem la
limita 1n relatia data pentru x — 0,x > 0 obtinem

lim F(f(x)) =+ o
x>0
pentru orice £ > 0 38, > 0 astfel incat x € (0,8,) implicd F(f(x)) € (¢, +).

Daca alegem ¢y > 0,¢9 > F ( f (O)) atunci imaginea intervalului [0, 8¢,) nu este interval,
F ( f([o, 680)))={F (f(0))} U (gy, +0). Presupunerea este falsa, deci nu exista astfel de functii.

b) Ardtdm ca g admite primitive scriind-o ca o derivata astfel :

gx) =xf(x) =xF'(x)+ F(x) —F(x) = (xF(x))’ — F(x) = (xF(x) — H(x))', H este primitiva
functiei continue F.

Derivam relatia functionald o dati si obtinem x?f(x) = F(x) — G(x) , ceea ce arati ci f este o functie
derivabild si derivand inca o datd relatia avem:

x*f'(x) + Bx = Df(x) =0
3 1
F@+(E-=) =0
1 !
f'(x)+ (3lnx +;> f(x)=0
3Inx+=

x sl ecuatia devine:
1 1\’
f’(x)- e3lnx+z + ( e3lnx+;> f(x) =0
1 !
<f(x) . e3lnx+§) — O

1
Existic € R astfel incat f(x)- 3™ *x = ¢, sau

Inmultim egalitatea cu e

f(x)=c-xi3-e_%

Pentru x > 0 determindm multimea primitivelor functiei {:

1 1 1, 1\ _1 1/ _1y c _1 1 1
J-c-—g-e xdx=cf—(——)exdx=cj—<e x) dx =—e x—cf(——)-e xdx =
X x\ x X X X

1 1 1
=c-<;e xte x>+é'



Problema 2.
Solutie. Pentru f(a), f(b) € R sunt posibile situatiile:
1) f(a) = f(b) =« atunci f~*({a}) = I'interval cu a,b € I.Dar I € [a,b],deci] = [a,b].
Amintim ci f~1(a) = {x € [a, b]/f(x) = a} ,deci functia f este constanti.
2) f(a) < f(b).Vom arita ca functia f este crescatoare.
Pentru inceput, aratim ca dacd x € [a, b] atunci f(x) € [f (a), f(b)].
Daca presupunem prin reducere la absurd ca exista x € [a, b] astfel incét f(x) < f(a) < f(b) Folosind
proprietatea Darboux ,rezulti ci existi ¢ € (x,b) , f(c) = f(a) = f.Atunci f~1(B) = J interval cu
c,a€].Cuma < x < crezultd cd x € ], adica f(x) = B = f(a) ,contradictie presupunerea facuta.
Daca presupunem prin reducere la absurd ca exista x € [a, b] si f(a) < f(b) < f(x) atunci, folosind
proprietatea Darboux, existi d € (a,x) si, f(d) = f(b) = y. Din ipotezi avem ci f ~1(y) = T interval
sid,b € T.Dind < x < b obtinem x € T, deci f(x) =y = f(b), fals.
Sa presupunem cd existd x,y € [a,b],x < ysi f(x) > f(y).
Evident, f(a) < f(y) < f(x) < f(b).Folosind proprietatea Darboux rezulta ca existd z € [a, x] astfel
incat f(z) = f(y) = 6 si f~1(8) = U interval care contine z si y.
Cumz < x <y si z, yapartin intervalului U atunci x € U sau f(x) = § = f(y), fals.
Asadar, pentru orice x,y € [a,b],x < y rezultd f(x) < f(y) ,deci f crescatoare.

3) fl@ > fb).

Notam g = —f si g verifica ipotezele de la punctul 2),de unde rezulta ca este crescitoare, deci f este
descrescatoare.

Problema 3

Solutie.

Pentru n=2 fie A € M5({—1;1}) , A = (al-j)ij=1 ;

alz =aq, a21 = b, a32 =cC, a23 = d atunCI este necesar Caazz = ade, a11 = ab, alz = ad, a31 =

castigatoare. Dacd notdm

ab a ad
bc, as3; = dc, deci matricea are forma A = < b abcd d )
bc c dc

Scriind elementele a,b,c,d ca produsul vecinilor lor de pe verticala si orizontala si tindnd cont ca patratul
oricdrui element este 1 obtinem:

a = (ab)(abcd)(ad) = c=1

b = (ab)(abcd)(dc) =d =1

¢ = (bc)(abcd)(dc) > a=1

d = (ad)(abcd)(dc) =>b =1
Singura matrice castigatoare din M;({—1; 1}) are toate elementele egale cu 1.
Vom demonstra prin inductie urmatoarea propozitie:
P(n) : Daca A € Myn_;({—1; 1}) este castigatoare atunci are toate elementele egale cul
P(2) este verificata
Demonstram cd P(n) adevarata implica P(n+1) adevarata
Presupunem prin reducere la absurd ca existd o matrice A € Myn+1_, ({—1; 1}) cistigatoare si care
contine cel putin un -1.
Vom demonstra pentru inceput cd ,daca existd o matrice castigatoare care contine un -1 atunci este
necesar sa fie simetrica fata de orizontala (linia 2™ ) si verticala (coloana 2") .
Daca A nu este simetrica fata de verticala, consideram matricea A’ obtinuta prin inmultirea fiecarui
element cu simetricul sau fata de verticala a;; = a;;a;n+1_j,j = 1, 2™*1 — 1 (elem. de pe coloana 2™

sunt ridicate la patrat ,deci sunt toate 1). Se observa faptul ca A’ este castigatoare (produsul elementelor
vecine lui a;; dau aj; pentruca A era castigatoare si conform definirii elementelor ) simetrica fata de
verticala, si contine un -1 (pentru cd A nu era simetrica fata de verticald). Repetand procedeul pe
orizontala obtinem o matrice castigatoare simetrica fata de orizontala (linia 2™ ) si fata de verticala
(coloana 2™ ) care contine un -1. Pentru ca toate elementele din linia si coloana2™ suntl atunci
submatricele de ordin 2™ — 1 separate de ele sunt castigatoare. De exemplu, a; ,n_; ramane egal cu
produsul vecinilor sdi din submatrice pentru ca am renuntat la vecinul a; ,» = 1.Conform ipotezei



inductive aceste submatrici cistigatoare de ordin 2™ — 1 au toate elementele +1 ceea ce inseamna ca
matricea A era simetrica fatd de linia si coloana 2" ,contradictie. Deci este necesar ca o matrice
castigatoare sa fie simetrica fata de linia si coloana 2™.

Sa aratam ca orice matrice simetrica, castigatoare are elementele din linia 2™ si coloana 2™ egale cu +1.
Notam a,n; = @ si a;,n = f cu @, f € {—1; 1} . Din faptul a,n, este produsul vecinilor sai si vecinii de
pe verticala sunt egali pentru ca matricea este simetrica avem cd a,n ; = a,n ». Similar,

dyn; = Ayng * Ayng ,de unde obtinem ajn 3 = 1. Repetand rationamentul obtinem a,» ; = a, cu
j#3psiagnz, =1,undej,3p €{1,2,..,2"" - 1}.

Repetand determinarea elementelor pentru coloana 2™ gasimca a;,n = fcui #3psiazyn =1,
unde i,3p € {1,2,...,2"*1 — 1} .Cum 2™ nu este multiplu de 3 avem ca

Aynon = A = ,3 .

Elementele vecine lui ayn,n pot fi :

1. Toate a dacd 2™ este de forma 3p-1 si atunci anyn = @ = a*,decia = 1
2. Toate 1 daca 2" este de forma 3p+1 si atuncia =1-1-1-1,decia =1

Pentru ca toate elementele din linia si coloana2™ suntl atunci submatricele de ordin 2™ — 1 separate de
ele sunt castigatoare. De exemplu, a; ,n_4 rdmane egal cu produsul vecinilor sai din submatrice pentru
ci am renuntat la vecinul a; ,» = 1. In concluzie, cele 4 submatrici patratice din colturi sunt
independente una de alta ,si din P(n) adevaratd rezulta ca au toate elementele +1, de unde si matricea
mare are numai +1.Contradictie, asadar nu exista matrice castigdtoare care sa contind un -1.Existd o
singura matrice castigatoare ,cu toate elementele egale cul



