Concursul Interjudetean de Matematica “Cristian S. Calude”
Proba pe echipe, clasele IX-X

Runda I
a+ta,+..+a, p’

Problema 1. Fie (a,) _ o progresie aritmetica, p,qe N', p # g, astfel incat =,
"= a+a,+..+a, q

a
Sa se determine —- 1n functie de p si g.

a‘[
(a1+ap)'p ( )
a+a,+..+a 2 2 a+a )p 2 g +a
Solutie. Avem ——— P=p—2@4=p—2<:>l—p:p—2@1 r_P
a+a,+..+a, ¢q (a1+aq)'q q (a1+aq)‘q q a+a, 4
2
2-a,+(p-1)-r
= :£<:>2'al-q+p-r-q—r'q:2'al'p+q'r-p—r'p<:>2-a1-(q—p):r'(q—p)<:>
2-a,+(q-1)r ¢
) a, a+(p-1)r a+(p-1)2-aq 2 -p-1
& r=2-a,, apoi deducem ci —= = (p-1) =— (p-1) 2P
a, a+(q-1)r a+(g-1)-2-q, 2-g-1
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Problema 2. Fie ABCDEF un hexagon regulat si M € (AC), N € (CE) astfel incat C-CE-

Determinati valoarea lui k pentru care punctele B, N,M sunt coliniare.

Solutie. Fie a=BA si b=BC,deci BE=2-a+2-b.
Avemcd BM =(1-k)-a+k-b si BN =2-k-(a+b)+(1-k)-b.
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Punctele B,M,N sunt coliniare < ﬁ :_k s3ki=lek =£.
+ .

Raspuns: k = ?3



Problema 3. Sd se determine minimul expresiei

1 1 1 1 1 1 1
E(a,b,c)=log | —b—— |+log, | —c—— |+log | —-a—— |, unde a,b,ce| —;1|,
(ab.c) g“(z 16) g”(z 16) g‘(z 16) (8 j

precum si valorile a,b,c pentru care se realizeaza minimul.

Solutie. Avem ca l-x—i <X e x—l >0, cu egalitate pentru x = 1 .
2 16 4 4

1 1 1 1
Deci, —b——<b*=1log | —-b—— |>log b* =210 ,pentru be
2 16 ga(z 16) ga gba p

1)

0 | =

1 1
Analog, log, | —c—— |>2-log b si

1 1
log | —a——[22-log.a.
oLz

Prin urmare,
E(a,b,c)=log (l-b—ijﬂogh(l-c—ijﬂog(l-a—ijz2-(log b+log,c+log, a).
“\2 16 2 16 A2 16 ¢ ¢
log, b+log, c+log, a
3
& log, b+log, c+log, a=3. Deci, E(a,b,c)22-(log, b+log, c+log, a)>2-3=6, cu egalitate

Din inegalitatea mediilor avem ca > %/ log,b-log, c-log . a =1

1
entru a=b=c=—.
P 4

Raspuns: E_. =6 si a:bzc:i.

6.7

Problema 4. Sa se calculeze cos 2'77[ +cos 4'77[ +cos

Solutie. Fie A =cos 2'77[ +cos 4'77[ +cos 6-7

Avem ca 2-A-sin§ = 2-cosZ.Tﬂ-'sin§+sinS'T”Z'COS4'—7['sin£+2'cos6'—ﬂ--sinz =

.37 . & .57 . 3xm@ . Tm . 5=x . T . 1
=sin———sin—+sin———sin——+sin———sin——=-sin—, de unde rezulti cAa A = ——.
7 7 7 7 7 7 2

) .. . . 1(, 1 i .
Altfel, consideram z:cosgﬂ-smg.Avem ca cos%z;(z +—nj,pentru orice ne N .
Z
Prin urmare, obtinem A=c052.7r+cos4'ﬂ-+cos6'ﬂ-=l' z2+i2 +l' z4+i4 +l' z6+i6 =
7 7 7 2 z 2 z 2 Z
14_1
12 10 8 6 4 2 1 6 1 Zzi_zé 1 14 1

1 +z +7 T+ 1= -
L Tx 7L T TR TR L. L. —1=-1, deoarece z'* =1, de

2 Z 2 Z 2 zé~(z2—l)

unde rezulta ca A = —% .
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Raspuns: ——
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