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Proba pe echipe, clasele IX-X 

 

Runda a II-a 

 

 

Problema 1. Se dau numerele 1,2,3,...,1000 . Să se determine cel mai mare număr m  cu proprietatea 

că ştergând oricare m  numere din cele 1000 de numere, printre cele 1000 m−  numere rămase există 

două astfel încât unul să îl dividă pe celălalt. 

Soluţie. Dacă 500m ≥ , atunci ştergând numerele de la 1 şa 500, printre numerele rămase, de la 501 la 

100, nu există două numere astfel încât unul din ele să-l dividă pe celălalt. 

         Vom demonstra că 499n =  are proprietatea cerută. 

   

         Fiecare din cele 501 numere rămase sunt de forma ( )2 2 1k
t⋅ ⋅ +  cu 0 9k≤ ≤ . Există 500 de 

numere impare mai mici decât 1000, şi conform principiului cutiei, la cele 501 numere există cel puţin 

două numere la care le corespunde acelaşi număr impar 2 1t⋅ + .  

         Fie ( )2 2 1p
a t= ⋅ ⋅ +  şi ( )2 2 1q

b t= ⋅ ⋅ + . Evident, a  divide b  sau b  divide a . 

 

                                                           .                                 Răspuns: 499 

 

Problema 2. Determinaţi valorile reale ale lui m  pentru care fracţia ( )
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are sens şi este pozitivă pentru orice x ∈� . 

Soluţie. Trebuie ca 2 2 0x x m+ ⋅ + ≠ , pentru orice x ∈� 1 0 4 4 0 1m m⇔ ∆ < ⇔ − ⋅ < ⇔ >        ( )1  

Pentru 1m >  avem că 2 2 0x x m+ ⋅ + > , pentru orice x ∈� , deci ( )
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pentru orice x ∈�  
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2 3 2 0x m x m⇔ + ⋅ ⋅ + ⋅ − ≥ , pentru orice x ∈� ⇔ ( )2

2 0 4 4 3 2 0m m∆ ≤ ⇔ ⋅ − ⋅ ⋅ − ≤ ⇔ 

[ ]2 3 2 0 1;2m m m⇔ − ⋅ + ≤ ⇔ ∈                                                                                                    ( )2  

         Din ( )1  şi ( )2  obţinem ( ]1;2m∈ . 

                                                                                            Răspuns: ( ]1;2m∈  

 

 

Problema 3. Să se determine coeficientul lui 3
x  din dezvoltarea ( )

20
21 2 3x x− ⋅ + ⋅ , x ∈� . 

                                                                                             

Soluţie. Considerăm dezvoltarea 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
20 20 20 19 182 2 1 2 2 4

20 201 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 9 ....x x x x x C x x C x x− ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ = − ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ +  

Coeficientul lui 3
x  este 3 1 1

20 20 198 9120 760 9980C C C− ⋅ − ⋅ = − − = − . 

 

                                                                                           Răspuns: 9880−  

 



 

Problema 4.  Să se rezolve în mulţimea numerelor reale inecuaţia: 

                                     ( ) ( )2

3 1

3

log 3 1 log 3 9 3x x+
− ⋅ − ≥ −  

                                                                                             

Soluţie. Condiţii de existenţă: 3 1 0x
− >  şi 23 9 0x+

− > 0x⇔ > . 

Inecuaţia devine:   ( ) ( ) ( ) ( )( )3 3 3 3log 3 1 log 9 3 1 3 log 3 1 2 log 3 1 3x x x x − − ⋅ − ≥ − ⇔ − ⋅ + − ≤  . 

Notăm ( )3log 3 1xy = −  şi ultima inecuaţie devine ( ) [ ]22 3 2 3 0 3;1y y y y y⋅ + ≤ ⇔ + ⋅ − ≤ ⇔ ∈ − ⇔  
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                                                                                            Răspuns: 3 3

28
log ; log 4

27
x

 
∈   

 


