Concursul Interjudetean de Matematica “Cristian S. Calude”
Proba pe echipe, clasele VII-VIII
22 mai 2015

Runda a III-a

Problema 1. Daci a,b,ce R si \a’—4-a-~3+21+b* —2-b-3+28 +/c* —6-c+25<12,
atunci sa se calculeze a” +b* +¢”.

Solutie. V& =4-aB+21 4+ b =2-b-3+28+JP —6-c+25 <12 &
@\/(a-z.\/?)zw +\/(b—J§)2+25 +y(c=3) +16<12,

Dar, \/(a—z.\@)z +9 +\/(b—\/§)2 #25+4/(c=3)" +16 2J0+9 ++/0+25 +/0+16 =12. Prin
urmare, 1n inegalitatea datd in ipoteza trebuie sa avem egalitate, ceea ce este posibil numai daca
a=2-v3, b=+/3 5i ¢=3, de unde obtinem a’+b” +¢* =(2-43) ++3 +37 =24,

Raspuns: 24

Problema 2. Se considera triunghiul oarecare AABC, punctele M € [BC ] , Ne [AC ] astfel incat

1 . 1 ) ) .
MC :;BC si AN :Z. AC . Daca dreapta AM intersecteaza pe NB in P, atunci sa se determine

. AP
valoarea raportului —.
PM

Solutie. Fie Ee[BM ] astfel incat [EB]=[EM |. Construim paralele la BD prin E, respectiv

M , care intersecteaza AC in L, respectiv F .



in triunghiul AAMF avem paralele echidistante BN || EL || MF , de unde obtinem
AP _AN 1
PM NF 2’

1
Raspuns: —
P 2

Problema 3. Fie E(x):( * 2] j 2-x=9

2 +
x=9 x+3 3-x
determine x& Z pentru care E(x)e€ Z.

) , unde xeR—{—3;3:5;2 . Sa se
x —=2-x-15 2

Solutie.

E(x)z( x

2 1 j 2-x—9 X R | 2-x—9
——+ + : :
x -9 x+3 3—x

P —2x-15 (x—3)-(x+3)+ x+3  x-3 (x-5)-(x+3)

:x+2'(x—3)—(x+3)'(x—S)'(x+3):x+2-x—6—x—3‘(x—5)'(x+3) 2-x—9 (x—5)'(x+3)

(x=3)-(x+3) 2-x-9 (x=3)-(x+3) 2-x-9 (x=3)-(x+3) 2-x-9
_x=5
x=3
Deci, E(x)e Z<:>x—_§e Z & x-3x—5 & x-3|(x-3) -2 & x-32 e x-3e {2112} e xe {245},
.

Raspuns: xe {1;2;4;5]}

Problema 4. Fie M mijlocul muchiei [AB] a cubului ABCDA'B'C'D'. Determinati cosinusul
unghiului format de planele (ABC) si (D'MC).

Solutie. Ducem DN L MC, Ne MC si MP L DC, Pe [DC]. Triunghiul AMDC este isoscel,
deoarece [MD]=[MC], de unde deducem ci P este mijlocul segmentului [DC].




Avem ca DD' L (ABCD) si MP L DC . Aplicand teorema celor trei perpendiculare obtinem
D'N L MC . Deci, (D'MC)n(ABCD)=MC ,MP LDC si D'N L MC, de unde rezultd cd masura
unghiului format de planele (ABC) si (D'MC) este egal cu masura unghiului <D'ND . Din
DN

triunghiul dreptunghic AD'ND(ﬁ =1 dr) obtinem cos(<«D'ND) = DN

. . MP-DC DN-MC MP-DC A .
Mai departe, Aria,,, . = ST < DN = e Notand latura cubului cu a se

a‘\/g,MP:a,deundeobtinem DN:MP'DC— aa _2a

2 MC a5 J5°

2

deduce usor prin calcul cd MC =

2 2
Apoi, din triunghiul AD'ND (D =1dr) obfinem D'N*=DN*+D'D* = (i-aj rat=2 5“ , adica

NG

\S)
N}

S E 2

3-a )
D'N =——.Deci, cos(<«<D'ND)=
35 (DND)

Raspuns: %



