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Runda a III-a 

 
 

Problema 1.  Dacă , ,a b c ∈�  şi  2 2 24 3 21 2 3 28 6 25 12a a b b c c− ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + + − ⋅ + ≤ , 

atunci să se calculeze 2 2 2
a b c+ + . 

Soluţie.                  2 2 24 3 21 2 3 28 6 25 12a a b b c c− ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + + − ⋅ + ≤ ⇔  

( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 9 3 25 3 16 12a b c⇔ − ⋅ + + − + + − + ≤ . 

Dar, ( ) ( ) ( )
2 2 2

2 3 9 3 25 3 16 0 9 0 25 0 16 12a b c− ⋅ + + − + + − + ≥ + + + + + = . Prin 

urmare, în inegalitatea dată în ipoteză trebuie să avem egalitate, ceea ce este posibil numai dacă 

2 3a = ⋅ , 3b =  şi 3c = , de unde obţinem ( )
2 22 2 2 22 3 3 3 24a b c+ + = ⋅ + + = . 

                                                                                                                              Răspuns: 24 
 

 

Problema 2. Se consideră triunghiul oarecare ABC∆ , punctele [ ]M BC∈ , [ ]N AC∈  astfel încât 

1

3
MC BC= ⋅  şi 

1

4
AN AC= ⋅ . Dacă dreapta AM  intersectează pe NB  în P , atunci să se determine 

valoarea raportului 
AP

PM
. 

 

 
 

         Soluţie.  Fie [ ]E BM∈  astfel încât [ ] [ ]EB EM≡ . Construim paralele la BD  prin E , respectiv 

M , care intersectează AC  în L , respectiv F . 



         În triunghiul AMF∆  avem paralele echidistante BN EL MF� � , de unde obţinem 
1

2

AP AN

PM NF
= = . 

                                                                                   Răspuns: 
1

2
  

 

 

 

 

Problema 3. Fie ( ) 2 2

2 1 2 9
:

9 3 3 2 15

x x
E x

x x x x x

⋅ − 
= + + 

− + − − ⋅ − 
, unde 

9
3;3 :5;

2
x

 
∈ − − 

 
� . Să se 

determine x ∈�  pentru care ( )E x ∈� . 

Soluţie. 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

3) 3)

2 2

2 1 2 9 2 1 2 9
: :

9 3 3 2 15 3 3 3 3 5 3

x x

x x x x
E x

x x x x x x x x x x x

− + ⋅ − ⋅ − 
= + + = + − =    − + − − ⋅ − − ⋅ + + − − ⋅ +   

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )2 3 3 5 3 5 3 5 32 6 3 2 9

3 3 2 9 3 3 2 9 3 3 2 9

x x x x x x x x xx x x x

x x x x x x x x x

+ ⋅ − − + − ⋅ + − ⋅ + − ⋅ ++ ⋅ − − − ⋅ −
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

− ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ − − ⋅ + ⋅ −
 

 

5

3

x

x

−
=

−
.  

Deci, ( ) ( ) { } { }
5

3 5 3 3 2 3 2 3 2; 1;1;2 1;2;4;5
3

x
E x x x x x x x x

x

−
∈ ⇔ ∈ ⇔ − − ⇔ − − − ⇔ − ⇔ − ∈ − − ⇔ ∈

−
� � . 

                                                                                     Răspuns: { }1;2;4;5x ∈  

 

 

Problema 4. Fie M  mijlocul muchiei [ ]AB  a cubului ' ' ' 'ABCDA B C D . Determinaţi cosinusul 

unghiului format de planele ( )ABC  şi ( )'D MC . 

         Soluţie.  Ducem ,DN MC N MC⊥ ∈  şi [ ],MP DC P DC⊥ ∈ . Triunghiul MDC∆  este isoscel, 

deoarece [ ] [ ]MD MC≡ , de unde deducem că P  este mijlocul segmentului [ ]DC . 

 



         Avem că ( )'DD ABCD⊥  şi MP DC⊥ . Aplicând teorema celor trei perpendiculare obţinem 

'D N MC⊥ . Deci, ( ) ( )'D MC ABCD MC∩ = , MP DC⊥  şi 'D N MC⊥ ,  de unde rezultă că măsura 

unghiului format de planele ( )ABC  şi ( )'D MC  este egal cu măsura unghiului 'D ND� . Din 

triunghiul dreptunghic �( )' 1 drD ND D∆ ≡  obţinem ( )cos '
'

DN
D ND

D N
=� . 

 
 

Mai departe, 
2 2MDC

MP DC DN MC MP DC
Aria DN

MC
∆

⋅ ⋅ ⋅
= = ⇔ = . Notând latura cubului cu a  se 

deduce uşor prin calcul că 
5

,
2

a
MC MP a

⋅
= = , de unde obţinem 

2

5 5

2

MP DC a a a
DN

MC a

⋅ ⋅ ⋅
= = =

⋅
. 

Apoi, din triunghiul �( )' 1 drD ND D∆ ≡  obţinem 
2 2

2 2 2 22 9
' '

55

a
D N DN D D a a

⋅ 
= + = ⋅ + = 

 
, adică 

3
'

5

a
D N

⋅
= . Deci, ( )

2
25cos '

3 3
5

a

D ND
a

⋅

= =
⋅

� . 

                                                                                                                                    Răspuns: 
2

3
 

 

 


