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Clasa a VIII -a
SOLUTII

Problema 1.

a) Sa se demonstreze ca nu exista numere intregi m si n astfel incat m® +m?-n+m-n?+n®=2015.
b) Sa se demonstreze ca pentru orice numere naturale m si n relatiile :

2 2016 . n2 2016 . .
m®+n=2015""" -1 gj N +m=2017""" -2 ny sunt simultan adevirate.

Solutie.
a)
m®+m2-n+m-n?+n° :2015<—>(m2+n2)-(m+n)=1-5'13~31—> m? +n? este impar si m+n este impar —

m si N au paritati diferite.
Cazul I)
m=2-k+1
n=2-p
Cazul I)
m=2-k
n=2-p+
Prin urmare, pentru orice m sin, numere intregi msin, m* +n>=My+1.

—>m?+n? e{1,5,13,65} -

m?+n? =1— (m,n) {(0,1), (0,-1), (1,0), (1, 0)} = m+n = 2015.

m?+n? =5 (m,n) e{(2,1),(2,-1), (L 2), (-1, 2)} - m+n = 403.

m? +n? =13 (m,n) €{(2,3),(2,-3),(-2,3), (-2, -3)} — m+n = 155.

m?+n? =65— (m,n) e{(1,8), (L, -8), (-1,8), (1, -8), (7, 4), (-7,4), (7,-4), (=7,-4)} - m+n = 31.
Prin urmare, pentru orice m si n, numere intregi, egalitatea din enunt este imposibila.

}—>m2+n2:4-(k2+ p2+k)+1—>m2+n2:M4+1,unde kK,peN,;

2

1}—>m2+n2 :4-(k2+ p2+ p)+1—>m +n2:M4+1,unde K,peN;

b)
Demonstratie prin reducere la absurd.
Presupunem ca ambele egalitati sunt adevarate.

m? +n =20152%0 _1 5 m? + n+1=(20159%%)2 > m? 4+ n+1 este patrat perfect.
n?+m=2017%_2 5n?+m+2= (20171008)2 —>n?+m+2 este patrat perfect

m2+n+12(m+l)2 .
>n22-msim+1>2-n—>m+n<l.

n2+m+22(n+1)2
mneN-—->m

)m=0,n=0— nu convine
2)m=0,n=1- nu convine
3)m=1,n=0- nu convine

Prin urmare, presupunerea facuta este falsa deci nu exista numere naturale m si n astefel incat ambele
egalitati sa fie simultan adevdrate.



Problema 2.

Pe laturile triunghiului ascutitunghic ABC se
construiesc spre exterior dreptunghiurile congruente
ABB;B; si AC,C;C. Fie P punctul de intersectie al
dreptelor BB, si CC; si S punctul de intersectie al
dreptelor BC; si CB,. Demonstrati ca:

a) BC, LCBy;

b) Punctele B;, S si C; sunt coliniare;

c) Semidreapta [PA este bisectoarea unghiului BPC;
d) Patrulaterul BPCA are doua unghiuri opuse
complementare.

Solutie.

a)

Notam m(«xBAC)= A ; m(xABC)=B ; m(xACB)=C

ABCC; patrulater convex — C, € IntABC —[BC, < IntABC,;

Analog [CB, < IntABC.

m(<«B, AC) = m(<«A) + m(«BAB,) = m(xA) +90° = m(<«A) + m(«xCAC,) = m(«xC,AB) —» «B,AC = «C,AB
AB,AC si AC,AB sunt isoscele — «AB,C = «ACB, = «ABC, = <AC,B

Fie a =m(xAB,C). Avem: m(«xSBC)=B-a ;m(xSCB)=C-a —

In aSBC avem: m(«BSC)=180° - (B-a+C —-a) = A+2«a

in 2AB,C avem: A+90° +2a =180" —

A+2a =90" - m(xBSC) =90 — BC, L CB,.

b)

BC, L CB, -» m(«xBSB,) =90" — S ecercului de diametru [BB;] care este circumscris dreptunghiului
ABB1B, — B,BSB, este inscriptibil — <«BSB, = «BB,B;;

Analog demonstram C,CSC, este inscriptibil — «C;SC, = «C,CC;;

«BB,B, =«C,CC, — «BSB, = <C18C2} N

B,S,C, coliniare

— B, S,C; coliniare.

C

A)BPC patrulater convex — A e Int<«BPC .

In 4AB,B =4ACC, iniltimile din A sunt congruente

— d(A,PB)=d(A,PC) - Ae bisectoarei <xBPC — [PA este bisectoarea «xBPC.
d)

aAB,B=2aACC, —» «BB,A=<«ACC,

m(«xB,BA) + m(xACC,) = m(«B,BA) + m(«BB,A) =90° —>
m(<xABP) +m(«xACP) =270° — 1n patrulaterul convex ABPC avem m(«BAC) + m(«BPC) =90".



Problema 3
a) Sa se demonstreze inegalitatea: Yi¥ls szy)
Xy o (x+y)

pentru orice numere reale u,v,x,y >0.
b) Fie a,b,c,d e R, .Si se demonstreze inegalitatea:

a b c d

- o+ + =1
b+2.-c+d c+2-d+a d+2-a+b a+2-b+c

Solutie.
a)

Din inegalitatea (x+y)224-x-y—>i2 4 5
Xy (x+y)
u v u-y+v-x>4(u-y+v-x)

LI
Atunci y X-y (x+ )2

b)
Aplicand (a) pentru u=a ,v=c,x=b+2-c+d,y=d+2-a+b

a_ ¢ >2~a2+2~cz+a-b+b~c+c-d+d-a
b+2.c+d d+2-a+b (a+b+c+d)?

obtinem @ si

b . d _2b*+2.d’+abtbcrcd+d-a
c+2-d+a a+2-b+c (a+b+c+d)?
Sumand relatiile (1) si (2) obtinem inegalitatea:

().

a b C d
+ + +
b+2.c+d c+2-d+a d+2-a+b a+2-b+c

S 2.a%+2.c’+a-b+b-c+c-d+d-a+2-b*°+2.d°+a-b+b-c+c-d+d-a

(a+b+c+d)?
a b c d (a+b+c+d)?+(@%+b%+c?+d?-2-a-c—2-b-d)
+ + + > -
b+2-c+d c+2-d+a d+2-a+b a+2-b+c (a+b+c+d)?
2 Y
a b c d >1+(a c)+(b-d) 51

+ + + >
b+2.c+d c+2-d+a d+2-a+b a+2-b+c (a+b+c+d)2



