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RUNDA  a III-a 

 

Problema 1. Să se calculeze partea întreagă a numărului  
1 1 1

...
1 2 3 4 1023 1024

A = + + +
+ + +

 

Soluţie: Fie 
1 1 1

...
2 3 4 5 1022 1023

B= + + +
+ + +

. Vom avea 
1 1 1

...
1 2 2 3 1023 1024

A B+ = + + +
+ + +

, 

deci ( ) ( ) ( )2 1 3 2 ... 1024 1023 32 1 31A B+ = − + − + + − = − = . În acelaşi timp, 

1 1 1 1 1
... 0

1 2 2 3 1021 1022 1022 1023 1023 1024
A B

   
− = − + + − + >   

+ + + + +   
, deci 

A B> .Înseamnă că 2 31 15,5A A> ⇒ > . Avem şi 
1 1

2 1 31 2 30 2 31, 42 15,71
1 2 1 2

A B A B A A A A− < ⇒ < + ⇒ < − + − ⇒ < + < ⇒ <
+ +

. Am 

obţinut [ ]15,5 15,71 15A A< < ⇒ = .  

 
Problema 2. Să se determine lungimile laturilor unui triunghi, cu perimetrul egal cu 28, în care una 
dintre mediane este împărţită în trei segmente congruente de cercul înscris în triunghi. 
Soluţie: 

 
Fie mediana [ ]'AA  cu proprietatea dată. Considerăm b c≥ . Folosind puterea unui punct faţă de un 

cerc, obţinem ( )
2

2 2

9
am

p a− =  şi 
2

2 2
'

9
am

DA = . Dar ( )'
2 2

a b c
DA p b

−
= − − = . Vom avea relaţiile 



( )
2

2 2

9
am

p a− =  şi 
2 22

2 9
amb c− 

= 
 

, de unde ( )
2

2
2

2 2

b c b c
p a p a b c a b c a c

− − 
− = ⇔ − = ⇔ + − = − ⇒ = 

 
. 

Din ( )
( )

( ) ( )
2 22 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2
42 2

2 2 2 2 9 4 0
2 9 9 9

a
b cmb c

b bc c b c a b bc c b c b c
−− 

= ⇒ − + = + − ⇔ − + = ⇔ − − − = ⇔ 
 

 

( )( )5 13 0 5 13b c b c b c⇔ − − = ⇒ =  (triunghiul nu poate fi isoscel). Deoarece 28a b c+ + = , vom 

obţine 
13

2 28 5, 10, 13
5

c
c c c a b+ + = ⇒ = = = . 

 
Problema 3.  Considerăm mulţimea numerelor de cinci cifre, scrise în baza zece, în care fiecare cifră 
este mai mare decât cea din stânga ei şi aranjăm numerele din această mulţime în ordine strict 
crescătoare. Care este al 97-lea număr? 

Soluţie: Cele mai mici numere considerate sunt de forma 1xyzt  unde x y z t< < <  şi 

{ }, , , 2, 3, 4, ... ,9x y z t ∈ . Numărul acestora este 4
8 70C = . Următoarele numere, în ordine crescătoare, 

sunt cele de forma 23xyz  cu x y z< <  şi { }, , 4, 5, ... ,9x y z ∈ . Numărul acestora este 3
6 20C = . 

Urmează cele de forma 245xy , în număr de 2
4 6C = . Avem până acum 96 de numere. Al 97-lea va fi 

24678. 
 

Problema 4. Să se calculeze limita şirului ( ) 0n n
a

≥
 dat prin 

1 1
tg tg ... tg

2 2 2 2
n n n

a
α α

α= + + + , 

,
2

k
k

π
α ≠ ∈� . 

Soluţie: Folosim formula ctg 2ctg2 tgx x x− = . Vom avea 
1

1 1

1 1
tg ctg 2ctg

22 2 2 2

n k

n k k k k
k k

a
k

α α α
−

= =

 
= = − = 

 
∑ ∑  

1 1
0 0

1
1 1 1 2ctg ctg ctg 2ctg2 2ctg2
2 2 2 2 2 2 tg

2

n n n

k k k k n n
k k

n

α α α
α α

α− −
= =

= − = − = −∑ ∑ . Se obţine 
1

lim 2ctg2n
n

a α
α→∞

= − . 

 
 
 
 


