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RUNDA  a IV-a 

 

 

Problema 1. Fie triunghiul ABC∆  echilateral şi M  un punct situat în interiorul triunghiului, astfel 

încât 2 2 2
MA MB MC+ = . Să se calculeze măsura unghiului AMB� . 

Soluţie:  

 
Notăm , ,AM x BM y CM z= = = . Rotim triunghiul ABC∆  cu 060  în jurul punctului B  şi notăm cu 

'M  transformatul punctului M. Triunghiul 'MM B∆  este echilateral şi 'AM MC z= = . Triunghiul 

'AMM∆  este dreptunghic deoarece 2 2 2
z x y= + . Înseamnă că ( ) 0 0 090 60 150m AMB = + =�  

 

Problema 2. Să se afle minimul expresiei ( ) 2 2 2, ,E x y z x y z xy xz yz x y z= + + + + + + + +  şi 

valorile , ,x y z ∈�  pentru care se realizează acest minim. 

Soluţie: Avem ( )2 2 2 2 2 21x y z xy xz yz x y z x x y z y z yz y z+ + + + + + + + = + + + + + + + + =  

2 2
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y z y z
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+ + + +   
= + − + + + + + =   
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2 4 3 3 3 4

y z yz y z
x y z

+ +   
= + + + + + + − =   
   

( )2
2 22 11 3 2 1

2 4 3 3 4

y zy z z
x y z

+ + + 
+ + + + + − =  

   
 

2 2 2
21 3 1 1 2 1

2 4 3 3 3 4

y z z z z
x y z

 + + + +     
= + + + − + + − =      
       

2 2 21 3 1 8 4 1 1

2 4 3 9 9 9 4

y z z z z
x y

 + + +   
+ + + + + − − =    
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1 3 1 1 4 1 3 3

2 4 3 24 3 8 8

y z z z
x y

+ + + +     
= + + ⋅ + + ⋅ − ≥ −     
     

. 

Deducem că minimul expresiei este egal cu 
3

8
−  şi se realizează pentru  

1 1 1 1 1
, ,

4 3 4 2 4

z y z
z y x

+ + +
= − = − = − = − = − .  

 

Problema 3. Să se determine soluţiile ecuaţiei 
1 1

tg2 ctg
sin sin 5

x x
x x

+ = + . 

Soluţie: Se impun condiţiile ,
4 2

k
x k

π π
≠ + ∈�  şi ,

5

k
x k

π
≠ ∈� . Ecuaţie se poate scrie 

1 1 sin 2 cos sin sin 5 cos3 2cos3 sin 2
tg2 ctg

sin 5 sin cos 2 sin sin sin 5 cos 2 sin sin sin 5

x x x x x x x
x x

x x x x x x x x x x

− − − ⋅
− = − ⇔ − = ⇔ = ⇔

⋅ ⋅ ⋅
 

cos3 2sin2 cos3

cos2 sin5

x x x

x x

⋅
⇔ = . De aici va rezulta cos3 0x =  sau 

1 2sin 2
sin 5 sin 4

cos 2 sin 5

x
x x

x x
= ⇒ = . Din 

cos3 0x =  se obţin soluţiile ,
6 3

k
x k

π π
= + ∈� , iar din 

9
sin 5 sin 4 cos sin 0

2 2

x x
x x= ⇒ ⋅ = , de unde 

9
cos 0

2

x
=  sau sin 0

2

x
= . Dar sin 0

2

x
≠  pentru că sin 0x ≠ . Din 

9
cos 0

2

x
=  avem soluţiile 

( )2 1
, , 2 1 9 ,

9

k
x k k l l

π+
= ∈ + ≠ ∈� � . Înseamnă că soluţiile ecuaţiei date vor fi 

( )
( )

2 1
/ / , 2 1 9 ,

6 3 9

kk
x k k k l l

ππ π +  
∈ + ∈ ∪ ∈ + ≠ ∈   
   

� � � . 

 
Problema 4. Fie 0, ,a a α> ∈ ∈� �  numere fixate şi considerăm şirul ( ) 1n n

x
≥

 dat prin 

12 2

1
2

1
, 1

k k

k

n

n

k

a a
x n

a

α α

α

−

=

− +
= ∀ ≥∏ . Să se calculeze lim n

n
x

→∞
. 

Soluţie: Avem 2 2

1

1
k k

n

n

k

x a a

α α
−

=

 
 = + −
 
 

∏ . Dar 
1 12 2

2 2
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1
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−
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 (se verifică imediat), 

deci 
1 12 2
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∏ . Va însemna că 
1

lim
3n

n

a a
x

α α−

→∞

+ +
= . 

 
 
 


