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CLASA a XII-a — solutii si barem orientativ de corectare

Problema 1. Determinati numerele naturale n, cu n € N, n > 2, pentru care ecuatia
?—3.045=0 (1)

are o unica solutie in inelul (Zy,+,-).
Gazeta Matematica
Solutie. Vom nota cu M multimea numerelor naturale n, cu n > 2, pentru care ecuatia (1) are o
unica solutie in inelul (Z,, +, -).
Vom arata ca M = {11}.
In inelul (Z1,+, ), ecuatia (1) se scrie echivalent

22 -3.245=0=2"-14 - 2+4+49=0<= (z-7)2=0,

cu solutia unicd @ = 7. Prin urmare, 11 € M. .......oiiiii e 1p

Deoarece k2 —3k+5 = (k—1)(k—2)+3 este un numdr impar pentru orice k € Z, ecuatia x> —3-z+5 = 0
nu are solutii in inelul (Z,, +, -) pentru niciun n par, astfel ca M C2-N+ 1.

Fie n € M oarecare, iar z € Z,, solutia unica a ecuatiei (1). Pentru elementul y = 3 — x avem atunci
¥ -3 y+5=9—-6-2+2°-3-3+3-2+5=22-3.2+5=0,

astfel ca y este solutie a ecuatiei (1). Din conditia de unicitate rezulta atunci ca z =y = 3 -z, sau,
echivalent, 2 - z = 3. Deoarece n este impar, 2 este inversabil, si obtinem ca x = 3.9°1
.................................................................................................. 2p
Faptul ci z = 3 - 27! este solutie a ecuatiei se transcrie echivalent, tinand cont de faptul ci n este
impar:

(3-271H2-3.3.27H)45=0=4-(3-2712-3.-3-27HY4+5) =0 =
—0-18420=0+«=11=0«= n|11
Cum n > 2, rezulta atunci cd n = 11. Prin urmare, M C {11}....... . ... i, 2p
Din 11 € M C {11} rezulta atunci ca M = {11}... ..o 1p

Problema 2. Fie f:[0,1] — (0,00) o functie continud pe [0, 1], iar A = /f(t) dt

a) Aratati ca functia F : [0,1] — [0, A], definita pentru orice x € [0, 1] prin

:/Omf(t)dt



este inversabila, cu inversa derivabild.
b) Aratati ca exista o unicd functie g : [0,1] — [0, 1], astfel incat egalitatea

x 1
/ fwde= [ fe)ar @)
0 g(x)

sa aiba loc pentru orice x € [0, 1].
¢) Ardtati ca exista ¢ € [0,1] pentru care

hmm —

T—c T —C

)

unde g este functia unic determinata prin relatia (2).

Solutie. a) Deoarece f este continud, F este continua si derivabila, cu F'(z) = f(z) > 0,
pentru orice x € [0,1]. Prin urmare, F' este strict crescatoare, deci injectiva. Fiind continua, F
are proprietatea valorilor intermediare ("a lui Darboux” - termen folosit doar in Romania), si cum
F(0) = 0si F(1) = A, F este surjectiva. Prin urmare, F' este bijectiva, deci inversabila. In plus,
deoarece F'(z) = f(x) > 0 pentru orice = € [0,1], F~! este derivabila, cu

(F_l)/ () = ——— pentru orice z € [0, A].

.................................................................................................. 1p
T 1
b) Egalitatea din enunt / f(t)dt = / f(t)dt devine F () = F (1) — F (g (z)) = A— F(g(z)), sau,
0 9(z)
echivalent, F' (g (x)) = A — F (z), pentru orice € [0, 1] «.....oiiiiiii e 1p

Functia F fiind crescatoare, rezulta cd A — F(z) € [0, A], pentru orice z € [0, 1], astfel ca functia
g :[0,1] — [0,1], definita prin g (z) = F~! (A — F (x)) pentru orice x € [0,1], este bine definita si

UNICA CU PrOPIiCtatea (2).. . ...ttt ettt et e e e e e 2p
c¢) Cum functiile F si F~1 sunt derivabile, functia g definitd mai sus este derivabila si
(A-F(z) —f(z)

g (z) = TP T(A—F@) [P TA—F@)’ pentru orice z € [0, 1]. (3)

.................................................................................................. 2p
Deoarece g este derivabila, exista limita
lim g(IE) —C — lim g(.’L’) —g(C) _ gl(C),
T—=c I —cC T—cC Tr—c
iar aceasta limita este o) o)
—f(c —f(c
g’(c) 1 =-1
fFHA=F(c)  [f(o)
.................................................................................................. 1p



Problema 3. Fie k € N*. Spunem ca inelul (A,+,-) are proprietatea CP(k), daca pentru orice
a,b € A existd c € A, astfel incdt a* = bF + F.
a) Dati un exemplu de inel finit (A, +,-), care nu are proprietatea C P(k) pentru niciun numar natural
k, cu k> 2.
b) Fien € N, n > 3, iar M (n) = {m € N*|(Z,, +, ) are proprietatea CP(m)}. Demonstrati ca M(n)
este un monoid in raport cu operatia de inmultire, inclus in multimea 2 - N+ 1 a numerelor naturale
impare.

Solutie. Pentru fiecare k& € N* notam Py(A) = {a*|a € A}. Conditia CP(k) este atunci
echivalenta cu
x—y € Py(A), pentruorice z,y € Py(A),

adicd Py (A) este un subgrup al grupului aditiv (A, ). . .oooeiein 1p
a) Pentru A = Zy, avem ci Py, (A) = {0,1}, respectiv Po1(A) = {0,1,3}, pentru orice k € N*.
Acestea nu sunt subgrupuri ale grupului (Z4,+). Prin urmare, inelul (Z4,+,-) nu are proprietatea
CP(k) pentru niciun k& € N, U & > 2. oot 2p
b) Pentru n € N, n > 3, considerim inelul (Z,,+, ). Deoarece 1 € Py (Z,) pentru orice k € N, k > 2,
si (Zn,+) este ciclic, generat de 1, rezultd ci CP(k) <= Py(Z,) = Z,. BEchivalent, CP(k) <=
functia py : Z,, — Zp, definita prin pg(x) = 2* pentru orice z € Z,, este bijectiva.

Putem atunci rescrie M (n) = {m € N*|p,, este bijectiva}.

Deoarece pentru k par avem ci py(1) = pp(—1), iar 1 # —1, rezulti ci orice m € M (n) este impar,
astfel ca M(n) C2-N+1.

Deoarece p; = idz, este bijectiva, avem ca 1 € M (n).

Fie mi, ma € M(n) oarecare. Functiile py,, si pm, sunt bijective, iar functia pm,m, = Pm, © Pm, este
bijectiva, fiind compusa a doud functii bijective, astfel ca m; - ma € M(n).

Rezulta ca M (n) este un submonoid al monoidului (N*,-). ... ... i 2p

Problema 4. Fie f : [0,00) — R o functie derivabila, cu derivata continua, astfel incat f(0) =0,
iar 0 < f'(z) <1 pentru orice x > 0. Demonstrati ca

/Oa f®)ae < (n+1)- </Oa fn dt>2 ,

pentru orice a > 0 si orice n € N*.

Solutie. Deoarece f’(x) > 0 pentru orice z > 0, functia f este monoton crescatoare, astfel ca
f(z) > f(0) =0, pentrit 0riCe T 2 0. .o utuiit et et 1p
Consideram n € N* oarecare fixat si functia F': [0,00) — R definita pentru orice > 0 prin

Flz) = (n+1)- (/0 £ dt) " /0 £ dt

Vom ardta ca F este monoton crescatoare, ceea ce, cum F(0) = 0, va demonstra inegalitatea din
enunt.



Functia f fiind continua, F' este derivabila si

F'(z) =2(n+1)- </Ox fn dt) fl@)" — fz) =

Deoarece f'(z) <1 pentru orice x > 0, avem ca f(x)" > f(z)™ - f'(x), Vo > 0, astfel ca

) ([T rwra) = [T gor o= o

T
0

pentru orice x > 0. Astfel, F' este crescatoare, si deci F'(z) > F(0) = 0 pentru orice z > 0. Obtinem

astfel inegalitatea din enunt.......... ... ..



