Societatea de Stiinte Matematice

8 MINISTERUL EDUCATIEI . nte
din Romania

Olimpiada Nationald de Matematica
Etapa Judeteana/a Sectoarelor Municipiului Bucuresti, 2024
CLASA a VII-a — solutii si bareme

Problema 1. Fie ABCD un patrat, M mijlocul laturii AD, T intersectia dreptelor BM si
CD,iar CP 1. BM, P € MB. Perpendiculara dusa prin punctul A pe dreapta AP intersecteaza
dreapta BM in punctul (). Aratati ca:

a) SAPQ = < PCQ = 45°.

b) PQ = QT = PC.

Gazeta Matematica

Solutie. a) Notam intersectia dreptelor CP si AB cu F si piciorul perpendicularei din A pe
BM cu E.
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Cum CB = BA si <FCB = <MBA = 90° — <CBM, triunghiurile dreptunghice CBF si

AB
BAM sunt congruente, de unde rezultd F B = MA = 5 deci F este mijlocul laturii AB 1p

Se deduce ca F'P este linie mijlocie in triunghiul AEB, deci BP = EP si din congruenta
triunghiurilor CPB si BEA, rezulta PB=AEsiCP=BE............................... 1p
Triunghiul FAP este dreptunghic isoscel, deci XAPE = 45°, asadar si triunghiul APQ este
dreptunghic isoscel. In concluzie indltimea AFE este si mediand ............................ 1p
Se obtine QP = 2EP = EB = PC, astfel ca triunghiul PC(Q este de asemenea dreptunghic
isoscel, de unde XPCQ =45° 51 CQ || AP oo e 1p

b) Cum CD = CB, ¥DCP = <CBE si PC = EB, triunghiurile DPC si CEB sunt
congruente, de unde rezultda DP =CE =CB =DA ... .. . .. 1p
Din congruenta triunghiurilor DEA si DEP (LLL) rezultda XADE = <PDE, deci DE este
dreapta suport a bisectoarei si Inaltimii in triunghiul isoscel DAP ......................... 1p

Deoarece DE | QC, rezulta ca C'Q este mediatoarea laturii DE in triunghiul isoscel CDFE,
PC

astfel ca QD = QF = — = - Atunci DQ este linie mijlocie in triunghiul TPC, iar

TQ=QP =2EP = EB = CP. . e e e 1p



Problema 2. Se considera doua multimi A si B de numere reale care au proprietatile:
(a) 0 € A;

(b) Daca 14+ x € A, atunci V1 + z + 22 € B;

(c) Dacd Va2 —x + 1 € B, atunci 2 + z € A.

Aratati ca \/3, \/ﬁ, V/31 sunt elemente ale multimii B si 2024 € A.

Solutie. Deoarece 14+(—1) = 0 € A, conform (b) obtinem 1 € Bsicum1=+v0?2—-0+1 € B,
deducem din (¢) 2 € A, deunde V3 € B ..ottt 2p
Cum V22 —2+1=+/3 € B, rezulti din (c) 2+2 =4 € Asi, din (b), deducem /13 € B 1p
Deoarece V42 —4+1 = /13 € B, deducem in continuare ci 2 +4 = 6 € A si astfel
VI 54 52 = VBl € B oo 1p
Folosind egalitatea 1 4+ x + 22 = (x 4+ 1) — (z + 1) + 1, avem ca, daca (1 + x) € A, atunci
3+ 2 € A. Deoarece 0 € A,2 € A deducem astfel ca multimea A contine toate numerele pare,
asadar avem si 2024 € A ... 3p

Problema 3. Un numar natural n > 2 se numeste special daca exista n numere naturale
impare a caror suma este egala cu produsul lor.
a) Aratati ca 5 este un numaér special.

b) Determinati cate numere speciale contine multimea {2,3,...,2024}.

Solutie. a) Deoarece 1 +1+1+3+3=1-1-1-3-3, exista 5 numere impare a caror suma
este egala cu produsul lor, deci 5 este special ....... ... .. 2p

b) Dacd n este un numar special, atunci exista numerele impare aq,as, ..., a, astfel incat

a1+ag+...+ay, = ajay...a,. Presupunem ci, dintre acestea, k sunt de forma My + 3 si restul,
n — k, sunt de forma My + 1.
Atuncia; +ag+...+a, =My +3-k+1-(n—k)=My+2k+n, (1) ..., 1p
Deoarece produsul a doua numere impare are forma My + 1 daca numerele dau acelasi rest
la impartirea cu 4 si forma My + 3 in caz contrar, deducem ca produsul ajas ...a, are forma

My + 1 atunci cand k este par, respectiv forma M, + 3 atunci cand k este impar, (2) ..... 1p
Cum ay +as+...+a, =ajaz...an, din (1) si (2) deducem can =My +1 ........... 1p
Dacan =4t+1,t € N, pentrua; =ax = ... =ap—2 =1, ap—1 =3 si a, = 2t + 1 avem

ar+as+...+ay, =ajaz...a, = 6t+3, deci orice numar de forma My +1 este special. Multimea
{2,3,...,2024} contine 505 numere de forma M, + 1, deci contine 505 numere speciale ... 2p



Problema 4. Se considera un paralelogram ABCD si punctele M pe latura DC, E si N

- AN . CM EN
pe diagonala AC, astfel incat BE 1 AC si D = EA

Aratati ca, daca M N si NB sunt perpendiculare, atunci ABC'D este dreptunghi.

Solutie. Construim paralela prin N la dreapta AB si notam cu P intersectia acesteia cu
dreapta BE.
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Aplicand teorema fundamentala a asemanarii in triunghiul FAB obtinem 1B - FA -
CM

CiD ...................................................................................... 2p
Obtinem, de aici, cda NP = CM si cum NP || MC, rezulta ca M N PC este paralelogram,
deci MIN || CP o 1p
Din ipoteza avem MN 1 NB,asadar CP L NB ... ..o, 1p
In triunghiul BNC, BE si CP sunt drepte suport pentru inaltimi, deci punctul P este
o) 10 Y3 0 1 o 2p

Rezultd ca NP L BC si cum NP || CD rezulta BC L CD, deci ABCD dreptunghi ....1p



