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Clasa a XllI-a

Barem de evaluare

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda
punctajul maxim corespunzitor.
¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru
rezolvari partiale, in limitele punctajului indicat in barem.
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b).Pentru ca lim ——%— ==, scriem functia f sub forma:
X0 x2 4+ x+1
x++
2 1 1 1
—=__—-—1].cos—, x#0 1 |cos— ,x=0
FOO=19] @ +x+1 2 X TS X e
0 ,X=0
0 , Xx=0
H—E—— -cos1 x=0 cosl x#0
Notim g(X)=1| /x2 +x4+1 2 X' sih(x)= X
0 ,X=0
0 , Xx=0
Functia g este continud pe R ca produs de functii continue si
1 1 1
X+ 1 X+ X+ 1
0<|| ——2 = |.cos~|<|——2— | si lim -=|=0,
x2+x+1 2 X x2ex+1l 2| 20 x?ix+1 2
obtinem lim g(x)=0=g(0). Din g continud pe R, rezultd ca g admite primitive pe R
x—0
1p

Aratdm ca functia h admite primitive pe R.

, 1
Functia T(x) = X -sm;, x#0 estederivabilépentrux:tosiT’(x):Z-x-sini—cos1 si
0 , X=0 X
T'(0) = lim T(9)-T(0) _ lim x-sin £ =0.
x—0 X x—0 X
{2-x~sin1 x#=0
Obtinemca (V)xe R, T'(x)= X' —h(x) sau h(x)==T"(x)+ p(x), unde
0 ,x=0

.1
p(x)={2lxlsmx’X;t0 este continua pe R. Fie P'(X) = p(x), atunci h(x):(P(x)—T(x))',
0 ,x=0

adica h admite primitive.
Pentru ci functiile g si h admit primitive pe R, rezulta ca f(x) =g (x)+%-h(x)

admite primitive pe RR.
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o :
, Xe R care este derivabild, ¢'(x)= 5 >0 = ¢ este strict

Fie (p(x):i2 .
K +x+1 4~(x/x2+x+1)

crescatoare pe R. Cum  lim (p(x) =-1si lim (p(x) =1
X—>—00 X—>0

Pentru marginire, observam ci ‘ f (X)‘ <

Observam ca

o(x)|<1. Deci |f(x)|<le-1<f(x)<1;
—1=inf f (x)pentruca lim f(x)=-1;

X—>—00
1=sup f (x) pentruca lim f(x)=1.

X—00

Deci f nu fsi atinge marginile pe R.
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). 6= =+ -2 —cos E4i-sint =g =—1sig?—g+1=0
2 2 3 3
7| €] este parte stabila in raport cu inmultirea daca:
(Vg =a+b-e, zp=a,+by-ceZe]= 7 2, e Z[e]
Zl'ZZ = al'az +(a1-b2 +a2 'bl)'g‘f‘bl'bz ‘82 = al'a.z +(a1-b2 +a2 'b_l_)‘g'i‘bl'bz '(8—1):
(a-a,—by-by)+(ay by +ay b+ b, )& € Z[e], unde a;,by € Z, i=1,2.
Cum Tnmultirea este asociativa pe C si Z [8] < C = inmultirea este asociativa pe Z[s].

1=1+0-ee Z[e] siz-1=1-z=z, (V)z e Z[g].
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b).
Fiez=a+b-g,a,beZ, z#0.
Daca z este inversabil = (El)z_1 =X+Y- g, X,y e Z, astfel incat
z~z‘1=1:|z|~‘z‘1‘=1:>

2 2 2 2
a“+a-b+b” ) (x“+x-y+ =1
( )( y+y ) —a’+a-b+b®=1
Dara, b, x,yeZ

a’+a-b+b’=1<=a’+a-b+b’>-1=0, A, 2051 A, =patrat perfect;
—4-3.p%>

beZ

b2=0:>b:0:>a:irl:>21=1, z,=-1
b?=1=b=+1
b=1=ae{-10}=z3=—1+¢, 74 =¢;

b=-1= ae{O,l}:>Z5 =-g, Zg=1-=.

2p




OU(Z[e])={L -1 & —e —l+e 1-¢}
Ding?—g+1=0=¢e’=¢-1 e°=—1, e* =—¢, & =—e? =1—¢;
U(Z[S])Z{l, g, 82 ,83 ,84 ,85};

Definim functia f : U(Z[e]) - Zs, f(ak):IA(, (V)ke{0,1,2,3,4,5}.

Evident, functia f este bijectiva ( f este surjectiva , iar domeniul de definitie

si codomeniul au acelasi cardinal).
f (oK .gh):f(s"+h)=f(s("+h)m°d6)= Krh=keh=f (k) (")
(V) k,he {0,1, 2,3,4, 5}.

Metoda 2. Grupurile (U(W[a])) si (Z6,+) sunt grupuri ciclice finite, cu acelasi cardinal =

ele sunt izomorfe.
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Fie g:R — R, g(t)=e"+t functie continua, strict crescatoare.

Pentruca lim (et +t) =i lim (et +t) = = g este bijectivi.
X——0 X—>0

(g este strict monotona = g este injectiva si g (R) = R = g surjectiva).
g~':R — R este strict crescitoare ( fie y, <Y, si existd x;, X, € R astfel incit g(x;)=y3,9(X5) = Yo
Ding(x)<g(Xy) & X <X, & g7 (v1) <97 (va)-
Din ipoteza g( f (X)) <X, (V)xeR i folosind g ! strict crescitoare = f(x)< g_l(x).
1+e l+e

Integrénd pe [1,e+1], obtinem J' f(x)dx < J' gt (x)dx.
1 1

4p

l+e
Calculam I g_l(x) dx prin schimbare de variabila: g_1 (X) =t=>Xx=g¢ (t)
1

Pentru x=1= t=0;
pentru x=1+e = t=1.
g'(t)dt =dx

l+e 1

1 1 2
[ o7 (x)dx=[tg'(t)dt=t-g(t)[s [ g (t)dt :e+1—.|‘(et +t)dt —e+l-e'f} —%l%,z
1 0 0 0

e+l-e+1-

N |~
N w
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Vom arita ca x*" -y = y-x*"1, (V)x,y€G.

X2n—1_y: x2n -(x‘l-y);

Pentru ci f este surjectiva = (3)ueG, f (u)=x"1y o u? =x"

Xy
xzn-(x‘l-y):xzn'u2n =(x~u)2n :x-(u~x)2”_1-u:x~(u~x)2".(u~x)_1'u:

1.1 2n-1

2n -1 71.u:x.xfl.y.X2n.X7 ‘U -u=Yy-X

x-um.x2.xt.y
Deci x2" .y = y-x?"L (V)x,yeG;

Analog, se arati ca x> -y =y x*", (V)x,yeG
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Fied=(2n-1,3n-1)=d|(2n-1) si d|(3n—1), deci d|(3n—1)—(2n—1)=d|n;
1, adica (2n-1,3n-1)=1.
Din caracterizarea celui mai mare divizor comun a doua numere intregi, rezulta ca existi a, be Z
astfel incat (2n-1)-a+(3n-1)-b=1;
). 1) 2n-1 3n-1 2n-1 3n-1
(2n-1)-a+(3n l)b-y:(Xa) -(Xb) _y:(xa) ~y~(xb)

_ y.(xa)zn‘l '(Xb )3”‘1 _y @

Cum d‘2n si d‘2n—1, rezulta ca d

Fiex,yeG. x-y=x
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