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Clasa a X-a

SOLUTII

Problema 1.
Solutie. a) Din motive de simetrie putem presupune a<b<c<d =a*<b*<c*<d*
(folosim inegalitatea lui Cebasev)

a®+b’+c’+d° :a.a4+b.b4+c.c4+d.d4z%(a+b+c+d)(a4+b4+c4+d4) (1)

4, w4 4 g4
Conform inegalitatii mediilor: a’+b ZC +d >3a*-b*.c*.d* =abcd (2)

Din (1) si (2) rezulta relatia din enung.

5, .5, p5, 5,5
SAU Folosim inegalitatea mediilor a +a +b5+c +d 25’/a5-a5-b5-c5-d5 =

o a’+a’+b°+c®+d°>5al%-b%-c®-d® =5a%hed <
< 2a° +b° +c® +d° >5a%bed si analoagele
a° +2b° +¢c® +d° >5ab%cd
a° +b° +2c° +d° > 5abc?d
a®+b° +c>+2d° > 5abed?.
Adunand membru cu membru aceste relatii si simplificind cu 5, obtinem relatia din enung.

b) Vom cauta sa ordondm numerele a;,a,,...8, .

Fie xeR,x=m+a, meZ si a €[0,1).

Avem a =(n—k)-m+[k(m+a)]=mn+[ka] (am folosit [k +a]=k+[X], Vk € Z, VX e R).
Numerele sunt: & =mn, a, =mn+[2a], ..., a, =mn+[na].

Rezultdicd gy <a, <...<a,.

Pentru a fi consecutive, trebuie ca [2a]=1, [3a]=2, .., [na]=n-1 <

= 1<2a<2,2<3a<3,...,n-1<na<n &

<:>1£a<1, gSoz<1, oo n—_13a<1<:>ae n—_l,l .
2 3 n n

Obtinem rezultatul x e [ J {m+n—_1,m+1j.

meZ n



Problema 2.

Solutie. a) Triunghiurile APHF, APEI, APDT sunt echilaterale, iar B, P,, P; sunt mijloacele
segmentelor [HF], [IE], respectiv [DT] . Obtinem P—Pl :%(ﬁ+ﬁ) si analoagele; adunandu-le

obtinem relatia de la punctul a).
b) Folosim paralelogramele ATPI, BHPD si CFPE deducem PA=PT +PI si
analoagele.

Relatia de la punctul a) devine PR + PP, + PP, = %(ﬁ-ﬁ- PB+ ﬁf) =

T
3-PG ==-3-PG= PG, ==-PG .. .
172 172 = G, este mijlocul segmentului [PG].

G, centrul de greutate al triunghiului ARPP;

c) Folosim Teorema lui Pitagora si obtinem F’lB2 - F’lC2 —PB?-PC? =
= a(RB—RC) = PB? —PC? si analoagele (a=BC).
Adunandu-le membru cu membru, obtinem: BR, +CP, + AR, =RC +P,A+PB (1).

Consideram situatia P €[GAC']—[AC'] (celelalte se rezolvé analog).

Relatia (1) devine

%—PlA'+2+ PZB’+%—P3C’=%+ I31A'+%—PZB'+%+ PC' = P,B'=RA+PC'.

Observatie. Daca PG (P = G) nu trece printr-un varf al triunghiului AABC si nu este
paraleld cu una din laturile triunghiului, se intersecteaza cu una din prelungirile laturilor
triunghiului. De exemplu, dacd PGNAC ={L}, Ae(LC), se poate construi triunghiul echilateral

APMN , G € (MN) cu laturile paralele cu ale triunghiului AABC. Afirmatia de la punctul c) se
justifica considerand proiectiile lui (PG ) pe laturile triunghiului APMN , notind & = m(«GPM).



Problema 3
Solutie. a) Pentru x =y =1= f (1) =(f 1))’ = f 1) €{0,1}.

Daci f(1)=0= f(x):f@j:f(x).fa):o:» f(x)=0, Vxe R, verifica .
Pentru (1) =1, luam x=y=(f(x))’ =1=> f(x) e{L—1}, VxeR.

Luim x=1= f(lj:f(y), vyeR.
y

Pentru y:%: f(x®)=f(x)-f (%j:(f(x))2 =1.Deci f(x)=1, Vx>0.

Pentru x<0, f(x)e{-11}.

Presupunem ca 3Ix; <0 cu f(Xy)=-1.
Fie x<0,1=f[l]=f(x)-f(x0):>f(x):—l.
X0

Deci f(x)=-1, ¥x<0.

1, x>0

Am obtinut trei solutii: f =0, f=1si f(x)= .
-1, x<0

b) Datorita simetriei, putem considera X<y <z.

Avem x2+xy23y2+xyz£22+xyz s L < ! < 1 .
y+z Z+X X+Yy

Aplicand inegalitatea lui Cebasev obtinem:

X2+Xyz+y2+xyz+22+xyz>1(x2+y2+zz+3xy2)' LR S e
y+z Z+X Xx+y 3 Y+Z Z+X X+Yy)

Dar —— 4+ 4 1 5 3 :9,(2)
Y+Z Z+X X+y 2(x+y+2z2) 2
x2+xyz y2+xyz 22+xyz 3/ 2 2 2
Din relatiile (1) si (2) deducem: + + 2—(x +y2 4z +3xyz).
y+2 Z+X X+Yy 2

Pentru a incheia, vom demonstra: g(x2 +y? 422 +3xyz) 2% o X2 +y? 472 +3xyz > g , (3)

Notam P =xy, S =x+Yy iarrelatia (3) se scrie sub forma:



82—P+(1—S)2+3P(1—S)zg = 232—25+P—3PS+220

2 2
Avem P < ST ,deci Pe (0, ST} . Consideram restrictia functiei liniare (in P):

2
f(P)=(1—38)P+282—28+g, f:{o,%}—ﬁ@, f(o)=232_23+§>0,
s? 1 ) _ _ o
f " =—£(38—2) -(35=5) >0, prin urmare relatia (3) este adevirata.

Egalitatea are loc cand S = % , deci pentru x=y =2 :% .



