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Clasa a XII —-a

SOLUTII
Problema 1.

Solutie. a) Notdm u(x) =e" +cosx , u(x) >1+cosx=>0,Vxe (0,+ oo) . Atunci u (x) =ne"™ —sinx ,

iar f (x) = % , de unde, prin integrare pe (O,+ oo) rezulta cd primitivele functiei f sunt

de forma F(x):31n(e”x+cosx)—2x+c, F:(O,+oo)—>R ,ceR.

b) Prin inmultire cu e* relatia din ipoteza devine

e’“f(x)arctgx + f(x) + exF(x)(arctgx +

" 2):O,‘v’)ce[0;+c>o),deunde, tinand contcd F = f ,
+Xx

avem e‘F (x)arctgx + e"F(x)(arctg,x + 1+1x2 j = —f(x) , Vxe [O ;+oo) , adica

(exF(x)arctgx)v = —f(x), Vx e [0;-{—00) , 1ar prin integrare va rezulta
e"F(x)arctgx = —F(x)+ c,Vxe [O;+oo) , iar din conditia F(O) =1 rezultd c=1, deci

F(x) = _ , 1ar de aici rezulta ca
e'arctgx +1
1
f(x):_wex (1427 Jarctgr 41 —e* |, Vx e[ 0;+e0)
(exarctgx-i—l) (1+x2)(exarctgx+1)

Problema 2.
Solutie.

. . -1 . g N . g
Fie x,yeG si z= (xy)( yx) . Este suficient sd demonstram ci z° = e si apoi din a) va rezulta

cd z=e ,iar de aici, concluzia problemei.

Avem succesiv x°y ' = ((xy)y_l)2 y = (y_1 (xy))2 y'=y"xy'xpy” = y'x* , de unde prin inmultire
la stinga cu x~' avem xy~' =x"'y~'x* , iar apoi prin inmultire la dreapta cu x~' rezultd
xy~'x"'=x""y"'x, sau, echivalent, x(xy)f1 = ( yx)f1 x.

Analog, schimband y cu x , avem y(yx)i1 = (xy)f1 V.

-1

Atunci z° = xy(yx)_1 xy(yx)_1 = xy((yx)_I x)y(yx)_] = xyx(xy) y(yx)_I = xyx((xy)_1 y)(yx)_1 =

= xyxy( yx)f1 ( yx)f1 = (xy)2 ( yx)f2 = ( yx)2 ( yx)f2 =e , de unde rezulti ci (G,-) este grup comutativ.



Problema 3.
Solutie. a) Din f(x) = x-g(x) ,Vx e (0,1] , prin derivare rezulti ci (x) = g(x)+ xg (x) si

inlocuind in relatia din ipoteza va rezulta ca ( g(x) +xg (x))(x + xg(x)) =X g(x) —Xx , sau echivalent,

g (x)(1+ef+)) _ 1

I+g’ (x) == Vx e (O,I:I , de unde prin integrare vom

xg'(x)(l+g(x)) =—1-g’ (x) , adica

obtine arctg g(x)+ %ln(1+g2 (x)) =—Inx+c,Vxe (0,1] . Tinand cont de faptul ca f(l) = g(l) =0,
varezulta cd ¢ =0 si relatia de mai sus se scrie echivalent

ln(eamgg(x))+ ln,,1+g(x)2 = lnl ,Vx e (0,1] , deci eeeel) -\/1+g(x)2 _1 ,Vxe (O,l], asadar,
X X

e—arctg g(x) —arctgt

=x,Vxe (O,l] . Putem alege acum functia F': [O,oo) —-D, F(t) - , unde

1+g(x)2 \/1+lz

e (1+1) <0.V¢>0 ,asadar F este strict
———2.<0,Vt>0 , asadar F este stric
(1+t2)\/1+t2

descrescatoare pe [O,oo) , deci injectiva. Avem F(O):l si lim F(x):O ,deci ImF = D:(O,l] )

X—o0

D=1ImF .Din calcul rezulti ci F' (t) =—

Asadar F' este functie bijectiva si (F ° g)(x) =x,Vxe (0,1] , de unde rezulta existenta si unicitatea
functiei g = F~' si apoi implicit existenta si unicitatea functiei f , din relatia
f(x) = x-g(x) ,Vx e (0,1]

b) (ii)= (i)

Fie g:R— [O;+ oo) , gx)=e"f (x) , functie crescdtoare pe R . Atunci, folosind inegalitatea
e’ 21+y,VyeR ,rezultd ca f(x+y)= e’“”’g(x+y)= e e -g(x+y) Zex(1+y)g(x+y) , lar
pentru y >0 din faptul ca g este crescatoare avem g(x+ y) > g(x) , deci
f(x+y) > e"(1+y)g(x)= (1+y)f(x) ,VxeR, ye [O;+o<>), adica are loc (z) .

()= (i)

Presupunem ca f(x+y) > (1+ y)f(x) ,VxeR,Vye [0 ;+oo) . Atunci
f(x+2y): f((x+y)+y) > (1+y)f(x+y) > (1+y)2 f(x),Vx eR, y =0 . Prin inductie va rezulta ca
f(x+ny)2(l+y)nf(x),VxeR, y20.

Fie x ,x,eR, x <x,s1 y=x,—x,>0 . Avem

g(xz) =e (x2)= e_x‘_yf(x1 + y) = e_x]_yf(x1 + n~1J >e Y (1+ X] f(xl) =

n n

pentru orice 7€ N’ . Trecand la limitd pentru n— o si tinAnd cont ci lim(l + Zj =¢’ , varezulta

n—>o0 n

-

ca
g(xz) > g(xl) ,adicd g este monoton crescatoare pe R .



