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SOLUTII

Problema 1.
a) x=y—2, x €[0;3]
Vit 4y2—dy+4=x+ (-2 =120-22=ly-2W2 = (y - 2)V2
x—3=y-5 x—3€[-3;0]

Jx2+y2—6x—10y +34=/x2—6x+9+y2— 10y + 25
=J(x =32+ -5?%=y2(y—5)% =y —5|V2 = (—y + 5)V2
V2 +y2—4y + 4+ x2+y2 —6x— 10y +34 = (y — 2)V2 + (=y + 5)V2
=(y—2-y+5V2=3V2

b) Ajo = V940 = 30,65 ...; Ay = V1133 = 33,66...; Ay, = V1344 = 36,66 ...;
Ay = V1573 = 39,66 ...

Trebuie sa aratam ca: 0,66 < A, — [A,] < 0,67,vn > 11, unde [A,] reprezintd partea

intreagd a numarului [4,,].

Deoarece 3n < V9n? + 4n < 3n + 1 rezulta ca [4,,] = 3n.
0,66 < A, —[4,] < 0,67 ©

0,66 <92 +4n—-3n<0,67

0,66 +3n<9n2+4n<0,67+3n &
(0,66 +3n)? <9n? +4n < (0,67 + 3n)? &
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400n < 402n + i—;o S -2n< %8: adevirat Vn € N*.

Pentru n = 10 primele doua zecimale ale lui A, sunt 65, iar pentru n > 11 primele doua

zecimale ale lui 4,, sunt 66.

Problema 2.
a) Fiea,b €[0;2].

< a+b+2ab@
a+b+1" 3 15
1 15 —5a — 5b + 2ab
< 1=
a+b+1" 15

15<(15-5a—-5b+2ab)(a+b+1) &
15 < 15a + 15b + 15 — 5a® — 5ab — 5a — 5ab — 5b% — 5b + 2a?b + 2ab?
+ 2ab © 0 < 10a + 10b — 5a% — 8ab — 5b? + 2a®b + 2ab? &
0 < 2a%b —5a% — 4ab + 10a + 2ab? — 5b* — 4ab + 10b &
0 <a?(2b-5)—2a(2b—5) + b?2(2a—5) — 2b(2a - 5)
0<(a?-2a)(2b—5)+ (b2 —2b)(2a—5) &
0<a(a—2)(2b—5)+b(b—2)(2a—-5).

Ultima inegalitate este adevarata deoarece:
a,b>0lara—2<0sihb—2<0
2a<4©2a-5<-1s5i2b<4©2b—-5< -1
a(a—2)2b—5)=0sib(b—2)(2a—5) = 0.



b) Se construieste punctul H simetricul punctului Z fata de punctul M .

Deoarece H este simetricul punctului Z fatd de punctul Msi M este mijlocul
segmentului [BC] avem ZM = MH,BM = MC.

Din ZM = MH,BM = MC,BC N ZH = {M} rezulta ca patrulaterul BHCZ este
paralelogram. Deci [CZ] = [BH].

CD =2-AB,CD = 2-DN deci AB = DN

Triunghiul ACNZ echilateral, rezultd NZ = NC = CZ, m(XZNC) = m(XNCZ) = 60°.

Deci m(<DNZ) = 180° — m(XZNC) = 120°.

Pe de alta parte, deoarece BHCZ este paralelogram avem m(xHBM) = m(XMCZ) =
60° + m(xMCD).
Din faptul ¢cda ABCD un trapez cu AB || CD obtinem cd m(<XABC) = 180° — m(«xMCD).
Aplicand proprietatea punctelor situate Tn jurul punctului B se obtine:
m(<xABH) = 360° — m(xABC) — m(xHBM)
= 360° — (180° — m(xM(CD)) — (60° + m(«xMCD))
= 360° — 180° + m(«xMCD) — 60° — m(xMCD) = 120°.
Deci <ABH = <DNZ.

Cum NZ = NC =CZ si CZ = BH avem ZN = BH.

Deoarece ZN = BH,AB = DN,<ABH = <DNZ rezulta conform cazului L.U.L ca
AABH = ADNZ.

Cum N este mijlocul [DC] avem DN = NC si deoarece NZ = NC rezulta ADNZ este
isoscel de varf N, iar m(«NDZ) = (180° — m(XDNZ)): 2 = 30°,

Din AABH = ADNZ avem DZ =AH si ,4BAH = «¥NDZ. Deci m(«xNDZ) =
m(<BAH) = 30°.

Triunghiul AAED echilateral, rezulta ED = EA = AD, m(XEDA) = m(XEAD) = 60°.

Astfel vom avea m(xEDZ) = 90° + m(xADC).

Pe de alta parte, din faptul ca ABCD un trapez cu AB || CD obtinem ca m(«XDAB) =
180° — m(xADC).



Aplicand proprietatea punctelor situate in jurul punctului A se obtine:
m(xEAH) = 360° — m(xEAD) — m(<DAB) — m(<HAB)
= 360° — 60° — (180° — m(xADC)) — 30°
= 360° — 60° — 180° + m(xADC) — 30° = 90° + m(xADC).
Deci <EDZ = <EAH.
Deoarece EA = ED,AH = DZ,4EDZ = ¥EAH rezulta conform cazului L.U.L ca
AEAH = AEDZ.

Din faptul ¢ca AEAH = AEDZ se obtine cda EH = EZ si cum [EM] mediand din

constructie, obtinem c¢a EM este si inatime. Deci EM 1 HZ iar m(XEMZ) = 90°.




Problema 3.
Presupunem prin reducere la absurd ca exista aq,a,, ..., a, astfel incat pentru orice
k € (1,n] exista j € [0, k) astfel incét:
Ajy1 T Ajp + -+ ay S a, t+a;+---+ay
k—j n

= A.

antan—1+-+an 41

> A.

Tn particular pentru k = n, exista n, astfel incat

n—-nq

nytan; -1+ +any41 > A

.o ~ A, a
Pentru k = n,, exista n, astfel incat
ni{—ng

) Lol o Aptan 1+t
Daci n, > 0, atunci pentru k = n,, exista ny astfel incat —2—-=2— B s A

nzx—ns

ny_11tan, -1t +an,41

> A.

. e ~ A, A
Pentru k = n,._,, exista n,. astfel incat
Ny—1—Ny

anr+anr_1+"'+a1

Pentru k = n,, > A.

nr
Prin insumarea celor de mai sus se obtine:
(@ + anog + -+ an 1) + (an, + anyog + -+ anyr1) + (@n, + Qnyoq + o0 F Gpr) + o
+(an,_, +an_ -1+ +an41)+(an, +an1 +-+ay)

>SA-(n—n)+A-(ngu—ny)+A-(n,—nz)+--+A4-n_;—n,.)+A-n,

a1+a2+"'+an
csagtat+t-ta,>A'ne - > A

& A > A fals. Deci presupunerea facuta este falsa, astfel existd un numar natural k < n,

astfel incat fiecare dintre cele k numere
Ap-1tay Ag_p + a1 + ag a, +a, + -+ ay
2 ) 3 ) aney X

a;+az+--+an

ag,

este cel mult egal cu



