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  Problema 1.  

a) 𝑥 = 𝑦 − 2, 𝑥 ∈ [0; 3]  

√𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 = √𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = √2(𝑦 − 2)2 = |𝑦 − 2|√2 = (𝑦 − 2)√2 

𝑥 − 3 = 𝑦 − 5, 𝑥 − 3 ∈ [−3; 0]  

√𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 10𝑦 + 34 = √𝑥2 − 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 10𝑦 + 25

= √(𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 5)2 = √2(𝑦 − 5)2 = |𝑦 − 5|√2 = (−𝑦 + 5)√2 

√𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 4 + √𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 10𝑦 + 34 = (𝑦 − 2)√2 + (−𝑦 + 5)√2

= (𝑦 − 2 − 𝑦 + 5)√2 = 3√2. 

 

b) 𝐴10 = √940 = 30,65 … ; 𝐴11 = √1133 = 33,66 … ; 𝐴12 = √1344 = 36,66 … ;  

𝐴13 = √1573 = 39,66 … .  

 

Trebuie să arătăm că: 0,66 ≤ 𝐴𝑛 − [𝐴𝑛] < 0,67, ∀𝑛 ≥ 11, unde [𝐴𝑛] reprezintă partea 

întreagă a numărului [𝐴𝑛]. 

 

Deoarece 3𝑛 ≤ √9𝑛2 + 4𝑛 < 3𝑛 + 1 rezultă că [𝐴𝑛] = 3𝑛. 

0,66 ≤ 𝐴𝑛 − [𝐴𝑛] < 0,67 ⇔ 

0,66 ≤ √9𝑛2 + 4𝑛 − 3𝑛 < 0,67 ⇔ 

0,66 + 3𝑛 ≤ √9𝑛2 + 4𝑛 < 0,67 + 3𝑛 ⇔ 

(0,66 + 3𝑛)2 ≤ 9𝑛2 + 4𝑛 < (0,67 + 3𝑛)2 ⇔ 
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Pentru 𝑛 = 10 primele două zecimale ale lui 𝐴𝑛 sunt 65, iar pentru 𝑛 ≥ 11 primele două 

zecimale ale lui 𝐴𝑛 sunt 66. 

 

Problema 2.  

a) Fie 𝑎, 𝑏 ∈ [0; 2].  

1

𝑎 + 𝑏 + 1
≤ 1 −

𝑎 + 𝑏

3
+

2𝑎𝑏

15
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1

𝑎 + 𝑏 + 1
≤

15 − 5𝑎 − 5𝑏 + 2𝑎𝑏

15
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15 ≤ (15 − 5𝑎 − 5𝑏 + 2𝑎𝑏)(𝑎 + 𝑏 + 1) ⇔ 

15 ≤ 15𝑎 + 15𝑏 + 15 − 5𝑎2 − 5𝑎𝑏 − 5𝑎 − 5𝑎𝑏 − 5𝑏2 − 5𝑏 + 2𝑎2𝑏 + 2𝑎𝑏2

+ 2𝑎𝑏 ⇔ 0 ≤ 10𝑎 + 10𝑏 − 5𝑎2 − 8𝑎𝑏 − 5𝑏2 + 2𝑎2𝑏 + 2𝑎𝑏2 ⇔ 

0 ≤ 2𝑎2𝑏 − 5𝑎2 − 4𝑎𝑏 + 10𝑎 + 2𝑎𝑏2 − 5𝑏2 − 4𝑎𝑏 + 10𝑏 ⇔ 

0 ≤ 𝑎2(2𝑏 − 5) − 2𝑎(2𝑏 − 5) + 𝑏2(2𝑎 − 5) − 2𝑏(2𝑎 − 5) ⇔ 

0 ≤ (𝑎2 − 2𝑎)(2𝑏 − 5) + (𝑏2 − 2𝑏)(2𝑎 − 5) ⇔ 

0 ≤ 𝑎(𝑎 − 2)(2𝑏 − 5) + 𝑏(𝑏 − 2)(2𝑎 − 5). 

 

Ultima inegalitate este adevărată deoarece: 

𝑎, 𝑏 ≥ 0, iar 𝑎 − 2 ≤ 0 și 𝑏 − 2 ≤ 0 

2𝑎 ≤ 4 ⇔ 2𝑎 − 5 ≤ −1 și 2𝑏 ≤ 4 ⇔ 2𝑏 − 5 ≤ −1 

𝑎(𝑎 − 2)(2𝑏 − 5) ≥ 0 ș𝑖 𝑏(𝑏 − 2)(2𝑎 − 5) ≥ 0.  



b) Se construieşte punctul H  simetricul punctului Z  faţă de punctul M .  

Deoarece H este simetricul punctului Z  faţă de punctul M și M  este mijlocul 

segmentului [𝐵𝐶] avem 𝑍𝑀 = 𝑀𝐻, 𝐵𝑀 = 𝑀𝐶. 

Din 𝑍𝑀 = 𝑀𝐻, 𝐵𝑀 = 𝑀𝐶, 𝐵𝐶 ∩ 𝑍𝐻 = {𝑀} rezultă că patrulaterul BHCZ  este 

paralelogram. Deci [𝐶𝑍] ≡ [𝐵𝐻]. 

𝐶𝐷 = 2 ∙ 𝐴𝐵, 𝐶𝐷 = 2 ∙ 𝐷𝑁 deci 𝐴𝐵 = 𝐷𝑁 

Triunghiul ∆𝐶𝑁𝑍 echilateral, rezultă 𝑁𝑍 = 𝑁𝐶 = 𝐶𝑍, 𝑚(∢𝑍𝑁𝐶) = 𝑚(∢𝑁𝐶𝑍) = 60°. 

Deci 𝑚(∢𝐷𝑁𝑍) = 180° − 𝑚(∢𝑍𝑁𝐶) = 120°. 

 

Pe de altă parte, deoarece BHCZ  este paralelogram avem  𝑚(∢𝐻𝐵𝑀) = 𝑚(∢𝑀𝐶𝑍) =

60° + 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷). 

Din faptul că 𝐴𝐵𝐶𝐷 un trapez cu 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 obținem că  𝑚(∢𝐴𝐵𝐶) = 180° − 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷). 

Aplicând proprietatea punctelor situate în jurul punctului 𝐵 se obține: 

𝑚(∢𝐴𝐵𝐻) = 360° − 𝑚(∢𝐴𝐵𝐶) − 𝑚(∢𝐻𝐵𝑀)

= 360° − (180° − 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷)) − (60° + 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷))

= 360° − 180° + 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷) − 60° − 𝑚(∢𝑀𝐶𝐷) = 120°. 

Deci ∢𝐴𝐵𝐻 ≡  ∢𝐷𝑁𝑍. 

 

Cum 𝑁𝑍 = 𝑁𝐶 = 𝐶𝑍 și 𝐶𝑍 = 𝐵𝐻 avem 𝑍𝑁 = 𝐵𝐻. 

Deoarece 𝑍𝑁 = 𝐵𝐻, 𝐴𝐵 = 𝐷𝑁, ∢𝐴𝐵𝐻 ≡  ∢𝐷𝑁𝑍 rezultă conform cazului 𝐿. 𝑈. 𝐿 că 

∆𝐴𝐵𝐻 ≡ ∆𝐷𝑁𝑍. 

Cum 𝑁 este mijlocul [𝐷𝐶] avem 𝐷𝑁 = 𝑁𝐶 și deoarece 𝑁𝑍 = 𝑁𝐶 rezultă ∆𝐷𝑁𝑍 este 

isoscel de vârf 𝑁, iar 𝑚(∢𝑁𝐷𝑍) = (180° − 𝑚(∢𝐷𝑁𝑍)): 2 = 30°. 

Din ∆𝐴𝐵𝐻 ≡ ∆𝐷𝑁𝑍 avem 𝐷𝑍 = 𝐴𝐻 și , ∢𝐵𝐴𝐻 ≡  ∢𝑁𝐷𝑍. Deci 𝑚(∢𝑁𝐷𝑍) =

𝑚(∢𝐵𝐴𝐻) = 30°. 

Triunghiul ∆𝐴𝐸𝐷 echilateral, rezultă 𝐸𝐷 = 𝐸𝐴 = 𝐴𝐷, 𝑚(∢𝐸𝐷𝐴) = 𝑚(∢𝐸𝐴𝐷) = 60°. 

Astfel vom avea 𝑚(∢𝐸𝐷𝑍) = 90° + 𝑚(∢𝐴𝐷𝐶). 

 

Pe de altă parte, din faptul că 𝐴𝐵𝐶𝐷 un trapez cu 𝐴𝐵 ∥ 𝐶𝐷 obținem că  𝑚(∢𝐷𝐴𝐵) =

180° − 𝑚(∢𝐴𝐷𝐶). 



Aplicând proprietatea punctelor situate în jurul punctului 𝐴 se obține: 

𝑚(∢𝐸𝐴𝐻) = 360° − 𝑚(∢𝐸𝐴𝐷) − 𝑚(∢𝐷𝐴𝐵) − 𝑚(∢𝐻𝐴𝐵)

= 360° − 60° − (180° − 𝑚(∢𝐴𝐷𝐶)) − 30°

= 360° − 60° − 180° + 𝑚(∢𝐴𝐷𝐶) − 30° = 90° + 𝑚(∢𝐴𝐷𝐶). 

Deci ∢𝐸𝐷𝑍 ≡  ∢𝐸𝐴𝐻. 

Deoarece 𝐸𝐴 = 𝐸𝐷, 𝐴𝐻 = 𝐷𝑍, ∢𝐸𝐷𝑍 ≡  ∢𝐸𝐴𝐻 rezultă conform cazului 𝐿. 𝑈. 𝐿 că 

∆𝐸𝐴𝐻 ≡ ∆𝐸𝐷𝑍. 

 

Din faptul că ∆𝐸𝐴𝐻 ≡ ∆𝐸𝐷𝑍 se obține că 𝐸𝐻 = 𝐸𝑍 și cum [𝐸𝑀] mediană din 

construcție, obținem că 𝐸𝑀 este și înățime. Deci 𝐸𝑀 ⊥ 𝐻𝑍 iar 𝑚(∢𝐸𝑀𝑍) = 90°. 

 

 

 

  



 Problema 3.  

Presupunem prin reducere la absurd că există 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 astfel încât pentru orice 

𝑘 ∈ (1, 𝑛] există 𝑗 ∈ [0, 𝑘) astfel încât: 

𝑎𝑗+1 + 𝑎𝑗+2 + ⋯ + 𝑎𝑘  

𝑘 − 𝑗
>

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 

𝑛
= 𝐴. 

În particular pentru 𝑘 = 𝑛, există 𝑛1 astfel încât 
𝑎𝑛+𝑎𝑛−1+⋯+𝑎𝑛1+1 

𝑛−𝑛1
> 𝐴. 

Pentru 𝑘 = 𝑛1, există 𝑛2 astfel încât 
𝑎𝑛1+𝑎𝑛1−1+⋯+𝑎𝑛2+1 

𝑛1−𝑛2
> 𝐴. 

Dacă 𝑛2 > 0, atunci pentru 𝑘 = 𝑛2, există 𝑛3 astfel încât 
𝑎𝑛2+𝑎𝑛2−1+⋯+𝑎𝑛3+1 

𝑛2−𝑛3
> 𝐴. 

…. 

Pentru 𝑘 = 𝑛𝑟−1, există 𝑛𝑟 astfel încât 
𝑎𝑛𝑟−1+𝑎𝑛𝑟−1−1+⋯+𝑎𝑛𝑟+1 

𝑛𝑟−1−𝑛𝑟
> 𝐴. 

Pentru 𝑘 = 𝑛𝑟,
𝑎𝑛𝑟+𝑎𝑛𝑟−1+⋯+𝑎1 

𝑛𝑟
> 𝐴. 

Prin însumarea celor de mai sus se obține: 

(𝑎𝑛 + 𝑎𝑛−1 + ⋯ + 𝑎𝑛1+1) + (𝑎𝑛1
+ 𝑎𝑛1−1 + ⋯ + 𝑎𝑛2+1) + (𝑎𝑛2

+ 𝑎𝑛2−1 + ⋯ + 𝑎𝑛3+1) + ⋯

+ (𝑎𝑛𝑟−1
+ 𝑎𝑛𝑟−1−1 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑟+1) + (𝑎𝑛𝑟

+ 𝑎𝑛𝑟−1 + ⋯ + 𝑎1)

> 𝐴 ∙ (𝑛 − 𝑛1) + 𝐴 ∙ (𝑛1 − 𝑛2) + 𝐴 ∙ (𝑛2 − 𝑛3) + ⋯ + 𝐴 ∙ (𝑛𝑟−1 − 𝑛𝑟) + 𝐴 ∙ 𝑛𝑟 

⇔ 𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 > 𝐴 ∙ 𝑛 ⇔  
𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑛 

𝑛
> 𝐴 

⇔ 𝐴 > 𝐴 fals. Deci presupunerea făcută este falsă, astfel există un număr natural 𝑘 ≤ 𝑛, 

astfel încât fiecare dintre cele 𝑘 numere  

𝑎𝑘 ,
𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘  

2
,
𝑎𝑘−2 + 𝑎𝑘−1 + 𝑎𝑘 

3
, … ,

𝑎1 + 𝑎2 + ⋯ + 𝑎𝑘 

𝑘
 

este cel mult egal cu 
𝑎1+𝑎2+⋯+𝑎𝑛 

𝑛
. 

 

 

 

  

 

 

 


