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CLASA a IX-a – solut, ii

Problema 1. Fie triunghiul ABC.
a) Arătat, i că bisectoarea interioară a unghiului A s, i bisectoarele exterioare ale unghiurilor

B s, i C se intersectează ı̂ntr-un punct IA.

b) Notăm cu M,N s, i P proiect, iile punctului IA pe dreptele AC,BC respectiv AB. Arătat, i

că, dacă
−−−→
IAM +

−−→
IAP =

−−→
IAN , atunci triunghiul ABC este echilateral.

Gazeta Matematică

Solut,ie. a) Dacă IA este punctul de intersect, ie al bisectoarelor exterioare ale unghiurilor B s, i
C, atunci IA se află ı̂n interiorul unghiului A s, i este egal depărtat de laturile AB s, i BC respectiv
de BC s, i AC. Prin tranzitivitate, IA este egal depărtat de laturile AB s, i AC ale unghiului A,
este interior unghiului A, deci se află pe bisectoarea interioară a unghiului A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

b) Din condit, ia
−−−→
IAM +

−−→
IAP =

−−→
IAN deducem că patrulaterul IAMNP este paralelogram. De

asemenea din punctul a) avem că IAM = IAN = IAP , deci IAMNP este romb iar triunghiurile
IANP s, i IAMN sunt echilaterale.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Astfel, patrulaterul inscriptibil APIAM are ]PIAM = 120◦, deci ]A = 60◦.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pe de altă parte, B este unghi exterior patrulaterului inscriptibil IAPBN deci ]B =

]PIAN = 60◦ s, i C este unghi exterior patrulaterului inscriptibil IAMCN deci ]C = ]MIAN =
60◦. Astfel, triunghiul ABC are toate unghiurile de 60◦, deci este echilateral.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Problema 2. a) Rezolvat, i ı̂n mult, imea numerelor reale ecuat, ia

[x]2 − x = −0, 99.

b) Arătat, i că, pentru orice a ≤ −1, ecuat, ia [x]2 − x = a nu are solut, ii reale.

Solut,ie.
a) Ecuat, ia se scrie echivalent [x]2 − [x] = {x} − 0, 99, prin urmare {x} − 0, 99 ∈ Z.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Cum 0 < {x} < 1 deducem că −0, 99 < {x} − 0, 99 < 0, 01 de unde {x} − 0, 99 = 0 deci

{x} = 0, 99 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
De asemenea, din [x]2 − [x] = 0 deducem că [x] = 0 sau [x] = 1 deci x ∈ {0, 99; 1, 99}.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
b) Ecuat, ia se scrie echivalent [x]2− [x] = {x}+a. Presupunem, prin absurd, că există a ≤ −1

pentru care ecuat, ia are solut, ii reale. Atunci, cum {x} < 1, avem [x]2 − [x] = {x}+ a < 0.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Notând [x] = y ∈ Z, avem y(y − 1) < 0, deci y ∈ (0, 1) , ceea ce este absurd.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p



Problema 3. Dacă x, y, z sunt numere pozitive cu x + y + z = 1, arătat, i că

a)

1− x2 − yz

x2 + x
=

(1− y)(1− z)

x2 + x
;

b)
x2 − yz

x2 + x
+

y2 − zx

y2 + y
+

z2 − xy

z2 + z
≤ 0.

Solut,ie. a) 1− x2 − yz

x2 + x
=

x + yz

x2 + x
=

1− y − z + yz

x2 + x
=

(1− y)(1− z)

x2 + x
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

b) Folosind a), inegalitatea se rescrie

(1− y)(1− z)

x(x + 1)
+

(1− z)(1− x)

y(y + 1)
+

(1− x)(1− y)

z(z + 1)
≥ 3

adică

(x + z)(x + y)

x[(x + z) + (x + y)]
+

(y + z)(y + x)

y[(y + z) + (y + x)]
+

(z + y)(z + x)

z[(z + y) + (z + x)]
≥ 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Aplicând inegalitatea dintre media aritmetică s, i media armonică deducem

(x + z)(x + y)

x[(x + z) + (x + y)]
+

(y + z)(y + x)

y[(y + z) + (y + x)]
+

(z + y)(z + x)

z[(z + y) + (z + x)]
≥

≥ 9
x

x + y
+

x

x + z
+

y

y + z
+

y

y + x
+

z

z + y
+

z

z + x

=
9

1 + 1 + 1
= 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Variantă solut,ie b). Folosind a), inegalitatea se rescrie

(1− x)(1− y)(1− z)

(
1

x− x3
+

1

y − y3
+

1

z − z3

)
≥ 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Aplicând inegalitatea dintre media aritmetică s, i media armonică avem

1

x− x3
+

1

y − y3
+

1

z − z3
≥ 9

(x + y + z)− (x3 + y3 + z3)
=

9

1− (x3 + y3 + z3)
=

=
9

(x + y + z)3 − (x3 + y3 + z3)
=

9

3(x + y)(y + z)(z + x)
=

3

(1− x)(1− y)(1− z)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

s, i inegalitatea este demonstrată.
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Problema 4. Determinat, i funct, iile strict crescătoare f : N→ N care au proprietatea:

numărul f(x) · f(y) divide numărul (1 + 2x) · f(y) + (1 + 2y) · f(x),

pentru orice numere naturale x s, i y.

Solut,ie. a) Pentru x = y = 0 deducem f2(0) | 2f(0), de unde f(0) ∈ {0, 1, 2} . . . . . . . . . . . 1p
Dacă f(0) = 0, pentru y = 0 avem 0 | f(x),∀x ∈ N, deci f(x) = 0,∀x ∈ N, ceea ce contrazice

faptul că f este strict crescătoare. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Dacă f(0) = 1, pentru y = 0, avem f(x) | (2x + 1) + f(x),∀x ∈ N, prin urmare f(x) | 2x +

1, ∀x ∈ N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Presupunând că f(k) = 2k + 1, pentru un k natural oarecare, avem f(k + 1) | 2k + 3, s, i cum
f(k + 1) > f(k) = 2k + 1 obt, inem f(k + 1) = 2k + 3, adică f(x) = 2x + 1,∀x ∈ N.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Dacă f(0) = 2, pentru y = 0, avem 2f(x) | 2(2x + 1) + f(x),∀x ∈ N, prin urmare

2(2x + 1) + f(x)

2f(x)
=

2x + 1

f(x)
+

1

2
∈ N,∀x ∈ N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Presupunând că f(k) = 4k + 2, pentru un k natural oarecare, avem
2k + 3

f(k + 1)
+

1

2
∈ N s, i cum

f(k+ 1) > f(k) = 4k+ 2 obt, inem 0 <
2k + 3

f(k + 1)
+

1

2
<

2k + 3

4k + 2
+

1

2
≤ 2. Astfel

2k + 3

f(k + 1)
+

1

2
= 1,

prin urmare f(k + 1) = 4k + 6, adică f(x) = 4x + 2,∀x ∈ N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Ambele funct, ii verifică proprietatea din enunt, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Notă. Pentru omiterea cazului f(0) = 0 se scade un punct.
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